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Tanimlar

Kuvvet Toplamlari ve Faulhaber Formiili

n
Se(n)y=> k=1 4243+ ...+ (n— 1)k + n*
i=1

k
1 k+1\ . 4
_ Bi i+1
k+1i§< i ) g
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Kisa Bir Tarih

A. W. F. Edwards

@ Sums of powers of integers: a little of the history (Edwards,1982)
e Faulhaber'in Hatirasi
@ Matris Formu

@ Pascal Ucgeni ve Katsayilar

Donald E. Knuth

@ Johann Faulhaber and Sums of Powers (Knuth, 1992)
o Faulhaber'in Hesaplar

@ Daha hesaplamasal bir yaklasim
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lcerme-Disarma Prensibi

Onsav

C, alt kiime islemine goére kapali bir sonlu kiimeler ailesi olsun. Her X € C
kiimesi icin, Xo = X1 oldugunda f(Xp) = f(X1) ve g(Xo) = g(X1)
kosulunu saglayan (herhangi Xo, X1 € C igin) sonlu kiimeler f(X) ve
g(X)'in var oldugunu varsayalim. Bu durumda asagidaki iki ifade
esdegerdir:

@ Her X € C icin,

F(X) 7= || &(9).
ScX
@ Her X € C icin

gX)u || O L] f(S)

ScX ScX
IX\S]| tek IX\S] cift
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lcerme-Disarma Prensibi

Sonug (Goksu, U.)

n bir dogal sayi olsun ve f, g : [n] — Q fonksiyonlarini ele alalim. Bu
durumda asagidaki iki ifade esdegerdir:

@ Her x € [n] icin,
= % «0(}).

i€[x+1]

@ Her x € [n] igin,

g9 = 3 ) (}).

i€lx+1]
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Tam Sayi Degerli Polinomlar Halkasi

Tanim (Tam Sayi Degerli Polinomlar Halkas)

D bir tamlik bdlgesi ve K onun kesirler cismi olsun. Tam sayr degerli
polinom halkasi su sekilde tanimlanir:

Int(D) = {f(x) € K[X] : f(D) C D).

Tanim (Binom Polinomlari)

n bir dogal say1 olmak iizere, (b,) rasyonel katsayili polinomlar su sekilde
tanimlanir:
by =1,

1
b(x) = — I[[x-i n>o0icn.
" ieln]

Her b;, derecesi i olan bir rasyonel polinomdur.
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Binom Baz ve Tam Sayi Degerli Polinomlar Halkasi

Tanim (Int(Z))

Tam sayi degerli polinom halkasi Int(Z) su sekilde tanimlanir:

Int(Z) = {f(x) € Q[x] : f(Z) C Z}

Tanim (ileri Fark)

f bir rasyonel katsayili polinom olsun. fleri fark operatérii A'yi su sekilde
tanimlariz:

(Af)(x) = f(x + 1) — f(x).

Bunu kullanarak daha yiiksek mertebeden ileri farklar tanimlayabiliriz. n.
mertebeden ileri fark séyle tamimlanir:

(A"F)(x) = zn:(—n"—" <”> Flx + 7).

. I
i=0

V.
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Binom Baz ve Tam Sayi Degerli Polinomlar Halkasi

Teorem (Goksu, U.)

Binom polinomlar: dizisi, Q[x] halkasinin bir Q-vektor uzay olarak bir
tabanini olusturur; derecesi n olan herhangi bir f € Q[x] polinomu igin,

n

F =3 (AF(0)b:

i=0

esitligi saglanir. Burada (Af(0)), A’f polinomunun 0 noktasindaki
degeridir. Ayrica, Int(Z), (b;) polinomlar tarafindan iretilen serbest bir
Z-modiildiir; derecesi n olan bir f € Q[x] polinomunun tam sayi degerli
olmasi icin gerek ve yeter kosul, A%F(0),..., A"f(0) ileri farklarinin
tlmiiniin tam sayi olmasidir.
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Binom Baz ve Tam Sayi Degerli Polinomlar Halkasi

Derecesi n olan bir f € Q[x] polinomu alalim. Herhangi bir k € [n+ 1] igin,

INBISEEY (-1)“(’?) f(x+i).

i€[k+1]
oldugunu hatirlayin. x = 0 yazarsak,

A FO) = 3 (—1)k—"<’lf)f(/).

i€[k+1]

elde ederiz.
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Binom Baz ve Tam Sayi Degerli Polinomlar Halkasi

Kanit (Devam)
Bu durum her k € [n+ 1] i¢in gegerli oldugundan, Sonuca gore her k icin

= ) AF(0) ( ) = ) A"f(O)(’;),

ie[k+1] i€[n+1]

esitligini elde ederiz; burada i > k oldugunda () = 0 olduguna dikkat edin.

Ancak sag tarafin,
> AF(0)b
i€[n+1]

polinomunun k noktasindaki degeri olduguna dikkat edin.
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Binom Baz ve Tam Sayi Degerli Polinomlar Halkasi

Kanit (Devam)

Bu, (f — g)'nin en fazla n dereceli ve 0, ..., n olmak iizere n + 1 noktada
sifirlanan bir rasyonel katsayili polinom oldugu anlamina gelir. @ bir cisim
oldugundan, bu ancak 7 — g'nin sifir polinomuna esit olmasiyla
mimkiindiir. Dolayisiyla,

= ) Af(0)b

i€[n+1]

elde edilir ki bu da ispatlanmak istenen ifadedir. Teoremin geri kalani,
(bi)'lerin tam sayi degerli polinomlar oldugunu ve bir tam sayi degerli
polinomun bir tam sayi ile carpiminin yine bir tam say1 degerli polinom
oldugunu hatirladiktan sonra gelir. O

v
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Binom Bazda Kuvvet Toplamlari icin Detaylar

Monom bazda x" ifadesi, [n]'den [x]'e giden fonksiyonlarin sayisini sayma
olarak ¢cok somut bir kombinatorik yoruma sahiptir. Ve x™'ye
icerme-disarma prensibinin uygulanmasi, aslinda fonksiyonlarin 6rten bir
fonksiyon ve ardindan birebir bir fonksiyon olarak goériintii ayrismasina sahip
olabilecegi cok temel kiime teoretik gercegi ile birlikte {7} i!'nin [n]'den
[/]'ye giden &rten fonksiyonlarin sayisini saydigini hatirlarsak, asagidaki iliski

goriilir:
x=3" { 'I’} i1bi(x).

=

V.

Binom Bazda Kuvvet Toplami Polinomlari icin bir Formiil

Fermat Ozdesligi (Hockey-stick Identity) kullanilarak bir dnceki esitlikten

elde edilen:
n+1
S0 =>_{," b= 1ibi0

i=1
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Boltnebilirlik

Tanim (Tam Sayi Bélinmesi)

f,g : Z — Z fonksiyonlar verilsin. Her n tam sayisi icin eger g(n) | f(n)
saglaniyorsa g | f yazarniz. Rasyonel katsayili polinomlar A(x), B(x) icin de,
karsilik gelen A, B : Z — Z fonksiyonlari icin ayni anlama gelmek lizere

B | A kullaniriz.

Onsav (Goksu, U.)

A(x) ve B(x) rasyonel katsayili polinomlar olsun. Eger A(x)'in B(x)'e
polinom bolimiiniin sifirdan farkli bir kalani varsa, o zaman B { A'dir.
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Sagemath Uygulamasi
ikinci Tiirden Stirling Sayilari Olusturma

1: Create PythonDictionary
2: function StirlingSecond(n, k)

14:
15:
16:
17: end function

if (n, k) in PythonDictionary then
return PythonDictionary[(n, k)]
end if
if n=0and k =0 then
Result + 1
elseif n=0o0r k=0 or k > n then
Result <+ 0
else if n = k then
Result + 1
else
Result < k - StirlingSecond(n — 1, k) + StirlingSecond(n — 1, k — 1)
end if
PythonDictionary|[(n, k)] < Result
return Result

4
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Binom Bazin Sagemath Uygulamasi

Bilgisayar icin daha optimize

°

@ Daha kombinatorik ve cebirsel bir yaklasim

@ Bernoulli sayilarina ya da bir rekiirans bagintisina ihtiya¢ yok
°

Sagemath destegi

Tam Sayi Degerli Polinom Halkasi

Bir R halkasi iizerinde tanimlanan tam sayi degerli polinom halkasi ele
alinsin. Tam sayi degerli polinom halkalari, degismeli ve birlesmeli cebir
yapisina sahiptir ve tabani, dogal sayilarla indekslenen bir bazdan
olusmaktadir. Bu baglamda iki dogal baz éne cikar:

n >0 icin (%) terimlerinden olusan binom baz,

n >0 icin (XJ,;") terimlerinden olusan dtelenmis baz.

Bu polinom halkasi, SageMath icerisinde Frederic Chapoton tarafindan
hazir (gomiilii) bir paket olarak bulunmaktadir.

v
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Binom Bazin Sagemath Uygulamasi

Kuvvet Toplami Polinomlarini Binom Bazda Olusturma

1: function S,(n)

2: for k < 0 to n do

3: Result < [StirlingSecond(n, k) - k!]
4: end for
5.
6
7
8

for i < 0 to n do
Polynomial < Sum(Result[i] - B(i))
end for
: Polynomial + Polynomial + A(Polynomial)
9: return Polynomial
10: end function
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Binom Bazin Sagemath Uygulamasi

Polinomun Derecesi

1: function Deg(f)
2: d<+ —1
while f # 0 - B(0) do
f—(f+A(f)—f
d+—d+1
end while
return d
end function

@ F 9@
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Binom Bazin Sagemath Uygulamasi

Uzun Polinom Bolmesi

: function PolyDivision((f, g))
: m < Deg(f)

1

2

3 n < Deg(g)

4: g+ 0-B(0)

5: while m > n do

6 S Mﬂ( )B(m — n)
7

8

9

LeadingCoefficient(g)
g+ qg+S
f+f—5g

C m<+< m—1
10: end while
11: return (g, ¢)
12: end function
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Binom Baz ile Bilgisayar Destekli Hesaplama

Calisma Siireleri

Polinom katsayilari ve polinomlar matrise konulup, matris carpimi seklinde
yazilarak ve iizerinde basit lineer cebir islemleri yaparak Wang (2014);
kuvvet toplami polinomlarini insa etmek icin kompleksitesi O(n?) olan bir
algoritma sunmustur. Yaptigimiz calisma ile polinomlari olusturma igin
gereken algoritmanin zaman kompleksitesi O(n?)'ye diisiiriilmiistiir.

Polinomlar | Matris Form (O(n%)) | Binom Baz Form (O(n?))
51 0.0008 sec 0.0003 sec
S3 0.0010 sec 0.0007 sec
Ss00 115 sec 0.7 sec
S1000 ? sec 3 sec

.

Bolunebilirlik Kontroli

Algoritmalari kullanarak ve béliimii kontrol ederek, tam sayi degerli
polinomlari ve bdlme isleminin tam sayiligini kolayca gorebiliriz.

v,

Neden Béliinebilirlik icin "Binom Baz"?
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